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TD1 : LOGIQUE ET RAISONNEMENTS

Exercices d’entrainement

mmmm CONNECTEURS, QUANTIFICATEURS mm

EXERCICE 1
Soit f : R — R une fonction. Traduire avec des quantificateurs les propriétés sui-
vantes :
B f n’est pas paire B [ estcroissante
B fsannulesurR B [ estpériodique
B [ n'est pas constante B [ n'estpaslafonction nulle
EXERCICE 2

SoientI un intervalle de Rnon vide et f : I — R une fonction a valeurs réelles définie
sur I. Exprimer les négations des assertions suivantes :

B Vxel f(x)#0 B VyeR3Ixel f(x)=y

B IMeRVxel|f(x)sM B Vx,yelx<sy=fx)<f(y)
B Vx,yel,fx)=f(y)=>x=y B Vxelf(x)>0=x<0

B VYM>0,3JA>0,Vx=A, f(x) >M

[ ] Ve>0,EIr]>O,V(x,y)EIZ,(Ix—ylsn:|f(x)—f(y)|ss)

EXERCICE 3
Soit (u#,),>0 une suite de nombres réels. Traduire a 'aide de quantificateurs cha-
cune des assertions suivantes. On en donnera également la négation.
(i) La suite (1) ;=0 est nulle.
(ii) La suite (uy) ;=0 €st croissante.
(iii) La suite (uy),,>¢ est strictement décroissante.
(iv) La suite (u,) ;>0 ne prend que des valeurs strictement inférieures a 2 .
(v) La suite (1), est bornée.
(vi) La suite (u,),>¢ S'annule au plus une fois.

EXERCICE 4

Les phrases suivantes sont-elles équivalentes?
1. "VxeR, f(x)=0etg(x)=0"et"VxeR, f(x)=0etVxeR, gx)=0"
2. "VxeR, f(x)=0oug(x)=0"et"VxeR, f(x) =0ouVxeR,g(x)=0"

Donner un exemple (tracer) deux fonctions f et g toutes deux non nulles sur
R mais dont le produit est nulle sur R.
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EXERCICE 5

Soit f: R — R une fonction. On dit que f est bornée si

IMeR:VxeR,|f(x)I<sM

[—

Ecrire avec des quantificateurs I'assertion « f n’est pas bornée».

o

I'est pas.

3. Quelles sont les fonctions f : R — R vérifiant la propriété
VxeR,AMeR:|f(x)|<M
4. Montrer que [ est bornée sur R si et seulement si
da,beR:VxeR,a< f(x)<b

5. Montrer que f est bornée sur R si et seulement si

da,beR:Vx,yeR,a< f(x)—f(y)<b

mmmsm MODES DE RAISONNEMENT s

EXERCICE 6
Une fonction f (définie sur R ) admet la limite ] en a si
Ve>0, In>0, Vxela-na+nl, |f(x)-Ill<e

Montrer 'unicité de la limite de f en a.

EXERCICE 7
1. Montrer que Vx, y€R: 4xy§(x+y)2.

2. En déduire que pour tous x,y,z>0:

Xy N Xz N ¥z Sx+y+z
X+y x+z y+z 2
EXERCICE 8
n
1
§ Soient x1,xp,------ ,Xn €ER, Montrerque:in:I:EliE[Il,nl], X = —
i=1 n
EXERCICE 9
Soit a €]0, +oo]
k a
Montrer que VxeR, VneN,JkeZ, 0<x-—a<—
2n 2n

Donner un exemple de fonction bornée et un exemple de fonction qui ne
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EXERCICE 10
g Soit n € N.Montrer qu’il existe m € N tel que la somme 7 + m soit impaire et le
produit nm soit pair.

EXERCICE 11

< Soit p un nombre premier supérieur ou égale a 5 ,Montrer que 24 divise p* — 1

EXERCICE 12
Soita,beR.
a+b+|a-Db|
—
2. Enoncer et démontrer une formule analogue pour min(a, b).

1. Montrer max(a, b) =

EXERCICE 13

% Déterminer les solutions f de I'’équation fonctionnelle suivante :

Vx,yeR, f)f-fxy)=x+y

EXERCICE 14

< Soit x € R tel que x* = x. Montrer que x < 0 ou x > 1.

EXERCICE 15
< Soit A,B€R. Montrer que (Ve>0, A<sB+¢) = A<B.

EXERCICE 16
§ Montrer VxeR, (x¢ Q ou IneN™*: anZ).

EXERCICE 17

Déterminer les applications f de N dans N telles que

V(m,n) eN?,  f(m+n)=fn)+f(m)

EXERCICE 18
Soit f une fonction croissante de R vers R vérifiant: VxeR, f(f(x))=x
Montrer VxeR, f(x)=x
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